Theoremes de connexites et varietes abeliennes by Debarre, Olivier
ar
X
iv
:a
lg
-g
eo
m
/9
30
90
01
v2
  2
1 
Se
p 
19
93
a marche. Alors ...
THEOREMES DE CONNEXITE ET VARIETES ABELIENNES
Olivier DEBARRE (*)
Cet article est consacre´ a` la de´monstration d’un the´ore`me de connexite´ pour les varie´te´s
abe´liennes, ainsi qu’a` l’exposition de quelques corollaires. Les re´sultats analogues pour les
espaces projectifs et leurs conse´quences sont connus depuis un moment de´ja` ([FH], [FL], [F1])
et fournissent un guide qu’il n’y a qu’a` suivre.
Le the´ore`me principal e´nonce que si on se donne une varie´te´ abe´lienne X et deux
morphismes V→ X et W→ X , alors, sous certaines hypothe`ses, assez contraignantes mais
indispensables, V ×X W est connexe. Les conse´quences de ce re´sultat sont nombreuses.
Par exemple, on montre que le groupe fondamental alge´brique d’une sous-varie´te´
normale d’une varie´te´ abe´lienne simple X , de dimension > 1
2
dim(X) , est isomorphe a` celui
de X (cela de´coule de re´sultats ante´rieurs ([S]) lorsque V est lisse).
On e´tend aussi certains re´sultats de Nori ([N]) : si D est un diviseur dans une
varie´te´ abe´lienne X , dont aucune composante n’est une sous-varie´te´ abe´lienne, et qui est
a` croisements normaux en dehors d’un ferme´ de codimension 2 dans D , alors le noyau du
morphisme surjectif π1(X−D)→ π1(X) est abe´lien libre de type fini, et l’on de´termine son
rang.
Des re´sultats analogues a` ceux de [L1] sont aussi obtenus, comme par exemple
que le groupe fondamental alge´brique d’une varie´te´ normale V qui est reveˆtement de
degre´ ≤ dim(V) d’une varie´te´ abe´lienne simple X , est isomorphe a` celui de X . Lorsque
dim(V) ≥ 2 , la meˆme conclusion subsiste pour un reveˆtement qui induit une bijection
ensembliste au-dessus d’une courbe, comme par exemple un reveˆtement cyclique, sans
condition sur son degre´.
On termine avec une conjecture, analogue d’un re´sultat de´montre´ pour les espaces
projectifs par Lazarsfeld. Nous renvoyons le lecteur au § 8 pour son e´nonce´, un peu technique.
1. Rappels et notations
Dans tout cet article, on travaille sur un corps alge´briquement clos k de caracte´ristique
nulle. Une varie´te´ est un sche´ma projectif re´duit de type fini sur k , pas ne´cessairement
irre´ductible, mais qu’on supposera toujours non vide.
(*) Finance´ en partie par N.S.F. Grant DMS 92-03919 et le Projet Europe´en Science “Geometry
of Algebraic Varieties”, Contract no. SCI-0398-C (A).
Le groupe fondamental alge´brique d’un sche´ma est de´fini dans [G1], Exp. V (cf.
aussi [Mu1], p. 169). Comme nous ne conside´rerons que des espaces connexes, nous e´crirons
simplement πalg1 (X) pour le groupe fondamental alge´brique d’une varie´te´ connexe X .
Lorsque k = C , le groupe πalg1 (X) est le comple´te´ du groupe fondamental topologique
π1(X) pour la topologie des sous-groupes d’indices finis ([G1], Exp. XII, cor. 5.2).
(1.1) Soit Pic(X) le sche´ma de Picard de X . Pour tout entier n > 0 , on note n Pic(X) le
noyau de la multiplication par n dans Pic(X) ; il existe un isomorphisme ([G1], Exp. XI, p.
305) :
Hom(πalg1 (X),Z/nZ) ≃ n Pic(X) .
On notera Pic0(X) la composante neutre de Pic(X) . Lorsque X est normal,
Pic0(X)red est une varie´te´ abe´lienne ([G2], Exp. VI, cor. 3.2).
Soient V une varie´te´ connexe et f : V→ X un morphisme. Il induit alors un
morphisme f∗ : π
alg
1 (V)→ π
alg
1 (X) ([G1], Exp. V, p. 142) et :
(1.2) f∗ est surjectif si et seulement si pour tout reveˆtement e´tale connexe X
′ → X , le
reveˆtement e´tale V ×X X
′ → V est connexe ([G1], Exp. V, prop. 6.9) ;
(1.3) f∗ est injectif si et seulement si pour tout reveˆtement e´tale V
′ → V , il existe un
reveˆtement e´tale X′ → X et un V –morphisme d’une composante connexe de V ×X X
′ dans
V′ . C’est le cas en particulier si tout reveˆtement e´tale connexe de V est isomorphe a` un
reveˆtement du type V ×X X
′ → V ([G1], Exp. V, cor. 6.8 et remarque 6.12) ;
(1.4) si f est e´tale, alors f∗ est injectif ([G1], Exp. V, p. 142).
(1.5) On suppose de plus X normal. Lorsque f∗ est surjectif, le morphisme induit
f∗0 : Pic
0(X)red → Pic
0(V)red est un plongement. En effet, pour tout entier n > 0 , il ressort
de (1.1) que les morphismes induits f∗n : n Pic(X)→ n Pic(V) sont surjectifs, de sorte que
Ker(f∗0 ) est sans torsion, donc nul. Si de plus V est normal et f∗ bijectif, alors f
∗
0 est un
isomorphisme (meˆme de´monstration).
(1.6) Supposons X (ge´ome´triquement) unibranche, c’est-a`-dire que pour tout point x de
X , le normalise´ de l’anneau local OX,x a un seul ide´al maximal. Alors, si X
′ → X est un
reveˆtement e´tale connexe, X′ est irre´ductible et unibranche ([GD1], 17.5.7). D’autre part, si
X˜→ X est la normalisation ; le morphisme induit πalg1 (X˜)→ π
alg
1 (X) est un isomorphisme
([G1], Exp. IX, th. 4.10).
(1.7) Soit maintenant X une varie´te´ abe´lienne. Alors πalg1 (X) est isomorphe a` Zˆ
2 dim(X)
([G1], Exp. XI, th. 2.1). Il re´sulte de [Mu1], p. 147 et 171, que deux varie´te´s abe´liennes
isoge`nes ont des groupes fondamentaux alge´briques isomorphes. Lorsque k = C , le groupe
π1(X) est isomorphe a` Z
2 dim(X) .
(1.8) Soient V une varie´te´ et f : V→ X un morphisme. On appelera factorisation de
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f la donne´e d’une varie´te´ abe´lienne X′ , d’une isoge´nie q : X′ → X et d’un morphisme
f ′ : V→ X′ tels que f = qf ′ . On dira que f est minimal si, pour toute factorisation, q
est un isomorphisme. Supposons que f(V) engendre X . Le noyau du morphisme induit
f∗ : Pic0(X)→ Pic(V) est alors fini et correspond a` une isoge´nie q : X′ → X a` travers laquelle
f se factorise. La factorisation correspondante de f est alors minimale.
Enfin, si V est unibranche et f : V→ X minimal, et si η : V˜→ V est la normalisation
de V , le morphisme compose´ f˜ = fη est aussi minimal. En effet, soit V˜→ X′ → X une
factorisation de f˜ . Le morphisme η se factorise alors en V˜
g
→ V ×X X
′ → V . Soit V′ la
composante connexe de V ×X X
′ qui contient g(V˜) . Par (1.6), V′ est irre´ductible, donc
e´gal a` g(V˜) . Le morphisme e´tale V′ → V est donc un isomorphisme ; f se factorise alors a`
travers q , qui est donc un isomorphisme.
(1.9) Pour e´noncer notre re´sultat principal (the´ore`me 4.5) avec des hypothe`ses minimales,
nous aurons besoin de la de´finition suivante. Soit X une varie´te´ abe´lienne et soient V et W
deux sous-varie´te´s de X . On dit que (V,W) remplit (resp. remplit strictement) X si, pour
toute sous-varie´te´ abe´lienne propre K de X , on a :
dim
(
π(V)
)
+ dim
(
π(W)
)
≥ dim(X/K)
(resp. > ), ou` π : X→ X/K est la surjection canonique. Par exemple, (V,X) remplit
strictement X si et seulement si V engendre X . Lorsque X est simple, ou encore lorsque
toute courbe contenue dans V engendre X , le couple (V,W) remplit (resp. remplit
strictement) X si et seulement si dim(V) + dim(W) ≥ dim(X) (resp. > ).
Afin de ne pas trop alourdir le texte, nous avons pre´fe´re´ e´noncer les diffe´rents corollaires
avec des hypothe`ses plus faibles (mais plus parlantes). Le lecteur pourra re´tablir facilement
les e´nonce´s optimaux.
2. Sous-varie´te´s lisses
En ce qui concerne les sous-varie´te´s lisses d’une varie´te´ abe´lienne, Sommese a obtenu
dans une se´rie d’articles, qui culmine avec [So], des re´sultats tre`s complets dont voici un
e´chantillon :
The´ore`me 2.1. (Sommese) – Soit X une varie´te´ abe´lienne complexe simple et soient V
et W deux sous-varie´te´s lisses de X . On suppose W connexe et V ∩W non vide. Alors
πq(W,V ∩W) = 0 pour q ≤ min(dim(W), dim(V) + 1)− codim(V) .
On verra plus loin (the´ore`me 3.1) que V ∩W est non vide de`s que dim(W) ≥ codim(V) ,
c’est-a`-dire de`s que la borne supe´rieure sur q est ≥ 0 .
Corollaire 2.2. – Soient X une varie´te´ abe´lienne complexe simple et V une sous-varie´te´
lisse connexe de X . Alors :
(i) le morphisme induit π1(V)→ π1(X) est surjectif pour dim(V) ≥
1
2
dim(X) et est un
isomorphisme pour dim(V) > 12 dim(X) ,
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(ii) le morphisme de restriction Pic(X)→ Pic(V) est injectif pour dim(V) > 12 dim(X) et
est un isomorphisme pour dim(V) ≥ 1 + 1
2
dim(X) .
Remarque 2.3. Soit C une courbe projective lisse connexe de genre g , soit JC sa
jacobienne et soit Wd(C) la sous-varie´te´ de JC qui parame`tre les classes d’e´quivalence
de diviseurs effectifs de degre´ d sur C . Lorsque d < g , pour tout point x de C , le diviseur
de Weil x+Wd−1(C) ne peut eˆtre la restriction a` Wd(C) d’un diviseur de JC , pour des
raisons nume´riques. Pour C ge´ne´rique et d < 1 + 12g , JC est simple, Wd(C) est lisse,
mais la restriction Pic(JC)→ Pic
(
Wd(C)
)
n’est donc pas surjective. La deuxie`me borne du
corollaire 2.2.(ii) est donc la meilleure possible. On remarquera qu’on retrouve aussi ainsi le
fait bien connu que Wd(C) n’est pas lisse pour g > d ≥ 1 +
1
2
g . En ge´ne´ral, on peut montrer
que la restriction Pic(JC)→ Pic
(
Wd(C)
)
est un isomorphisme si et seulement si Wd(C) est
singulier, donc en particulier lorsque d ≥ 1 + 1
2
g . Je pense d’ailleurs que le (ii) du corollaire
devrait rester vrai pour V normal.
3. Sous-varie´te´s quelconques
Les premiers re´sultats sur l’intersection de deux sous-varie´te´s quelconques d’une varie´te´
abe´lienne pre´ce`dent en fait ceux de Sommese. Ils sont dus a` Barth, qui a de´montre´ dans [B1]
le the´ore`me suivant lorsque X est simple.
The´ore`me 3.1. – Soit X une varie´te´ abe´lienne et soient V et W deux sous-varie´te´s
irre´ductibles de X telles que (V,W) remplisse X (cf. (1.9)). Alors V ∩W 6= ∅ .
Remarques 3.2. 1) La conclusion ne subsiste pas en ge´ne´ral si V ou W est re´ductible :
si Y est une varie´te´ abe´lienne simple de dimension ≥ 2 , E une courbe elliptique, C une
courbe dans Y ne contenant pas l’origine, et e un point non nul de E , alors V = C× {0}
et W = {0} × E ∪Y × {e} remplissent X = Y × E , mais ne se rencontrent pas.
2) Le de´but de la de´monstration montre que lorsque toute courbe contenue dans
V engendre X , la conclusion subsiste quelle que soit la caracte´ristique de k . De plus, si
V1, . . . ,Vr sont des sous-varie´te´s de X ve´rifiant
∑r
i=1 codimX(Vi) ≤ dim(X) et si toute
courbe contenue dans V1 engendre X , alors
⋂r
i=1Vi 6= ∅ .
De´monstration du the´ore`me. On raisonne par re´currence sur la dimension de X . Si V ne
rencontre pas W , le point 0 n’est pas dans l’image (V −W) du morphisme m : V ×W→ X
de´fini par m(v, w) = v − w . Ce dernier n’est donc pas surjectif. Soit a = v − w un point
ge´ne´rique, donc lisse, de (V −W) . Il existe une sous-varie´te´ F de X de dimension > 0 ,
contenant 0 , telle que :
m−1(a) = { (v + e, w + e)
∣
∣ e ∈ F } .
On a alors (a+ F− F) ⊂ (V −W) , de sorte que Ta(a+ F− F) ⊂ Ta(V −W) . Soit
<F> la sous-varie´te´ abe´lienne de X engendre´e par F .
Lemme 3.3. – On a T0(F− F) = T0<F>.
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De´monstration. En utilisant le the´ore`me de Lefschetz, on se rame`ne a` montrer que
si une courbe C (peut-eˆtre re´ductible) engendre X , alors T0(C− C) = T0X . On note
G : Creg → PT0X l’application de Gauss. Pour tout x ∈ Creg , on a :
G(x) = PT0(C− x) ⊂ PT0(C− C) ,
de sorte qu’il suffit de montrer que l’image de G n’est pas contenue dans un hyperplan. Cela
re´sulte du fait que la restriction H0(X,Ω1X)→ H
0(Creg,Ω
1
Creg
) est injective.
On a donc Ta(a+<F>) ⊂ Ta(V−W) . Le point a e´tant ge´ne´rique, on se convainc
rapidement que pour x dans un voisinage de a dans (V −W) , la sous-varie´te´ abe´lienne
correspondante (c’est-a`-dire <pr1m
−1(x)>) reste e´gale a` <F>. Pour x ge´ne´rique dans
(V −W) , on a donc Tx(x+<F>) ⊂ Tx(V −W) .
Lemme 3.4. – Soient X une varie´te´ abe´lienne, Z une sous-varie´te´ irre´ductible de X et
K une sous-varie´te´ abe´lienne de X . On suppose que, pour z ge´ne´rique dans Z , on a
Tz(z +K) ⊂ TzZ . Alors, Z + K = Z .
De´monstration. Comme on est en caracte´ristique 0 , il existe un point (z, k) lisse sur Z×K
en lequel la diffe´rentielle du morphisme d’addition Z×K→ (Z + K) est surjective. L’image
de cette diffe´rentielle est par hypothe`se Tz+k(Z + k) , de sorte que dim(Z + K) = dim(Z) ,
ce qui prouve le lemme.
Il est clair que les images de V et W dans X/<F> remplissent X/<F>. Le lemme
entraˆıne alors V −W+<F>= V −W et l’hypothe`se de re´currence (V −W)∩<F> 6= ∅ .
On en de´duit 0 ∈ (V −W) , ce qui termine la de´monstration.
Corollaire 3.5. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple et V une sous-varie´te´ de X
ve´rifiant dim(V) ≥ 12 dim(X) . Alors le morphisme induit π
alg
1 (V)→ π
alg
1 (X) est surjectif.
Lorsque k = C , il en est de meˆme du morphisme π1(V)→ π1(X) .
De´monstration. Soit X′ → X une isoge´nie. Par (1.2), il s’agit de montrer que la sous-
varie´te´ V ×X X
′ de X′ est connexe. Cela re´sulte du fait que ses composantes irre´ductibles
sont toutes de meˆme dimension que V , donc se rencontrent deux a` deux par le the´ore`me.
Lorsque k = C , soit Γ le Z –module libre π1(X) (1.7). Pour tout entier n > 0 , le morphisme
compose´ π1(V)→ Γ→ Γ/nΓ est alors surjectif. Le conoyau Q de π1(V)→ Γ est alors un
groupe abe´lien de type fini qui ve´rifie Q = nQ pour tout n > 0 . Il est donc nul, ce qui
termine la de´monstration du corollaire.
Remarques 3.6. 1) L’hypothe`se optimale est ici que (V,V) remplit X (cf. (1.9)).
2) Sous les hypothe`ses du corollaire, on a en particulier que le morphisme d’inclusion
V →֒ X est minimal au sens de (1.8).
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Dans un second article [B2], semble-t-il peu connu, Barth s’est ensuite inte´resse´ a` la
connexite´ de l’intersection de deux sous-varie´te´s, soit dans une varie´te´ abe´lienne, soit dans
l’espace projectif, obtenant ainsi des re´sultats dont il faudra attendre plus de dix ans pour
qu’ils soient ge´ne´ralise´s et applique´s par Fulton et Hansen dans le cas de l’espace projectif
(cf. [F1] et [FL] pour des compte-rendus). A ma connaissance, le cas des varie´te´s abe´liennes
est reste´ ouvert. Il s’ave`re que beaucoup des re´sultats obtenus dans l’espace projectif restent
valables avec quelques modifications.
4. The´ore`mes de connexite´
Commenc¸ons par le re´sultat technique suivant, dont la de´monstration suit des ide´es
de Mumford telles qu’elles sont expose´es dans [FL], p. 42.
Proposition 4.1. – Soient X une varie´te´ abe´lienne, V˜ , W˜ et Y des varie´te´s irre´ductibles
normales, f : V˜→ X et g : W˜→ X deux morphismes et π : Y → V˜ × W˜ un morphisme
e´tale. On suppose que
(
f(V˜), g(W˜)
)
remplit strictement X . Soit m : X× X→ X le mor-
phisme de´fini par m(x, y) = x− y . Alors le morphisme M = m ◦ (f, g) ◦ π se factorise en
M : Y
h
→ X′
q
→ X , ou` X′ est une varie´te´ abe´lienne, q une isoge´nie, et ou` les fibres de h
sont connexes.
De´monstration. Elle est base´e sur le lemme suivant :
Lemme 4.2 – Sous les hypothe`ses de la proposition, si D est une sous-varie´te´ irre´ductible
de X et Z une composante irre´ductible de M−1(D) telle que, pour z ge´ne´rique dans Z , on
ait TzM(TzZ) ⊂ TM(z)D , alors D n’est pas un diviseur.
De´monstration. Proce´dant par re´currence sur la dimension de X , on raisonne par
l’absurde en supposant que D est un diviseur. Posons V′ = f(V˜) et W′ = g(W˜) . On
note encore m l’application V′ ×W′ → X induite par m . Soit z un point ge´ne´rique
de Z , on note π(z) = (v˜, w˜) , v′ = f(v˜) , w′ = g(w˜) et a = M(z) = v′ − w′ . Comme
dim(V′) + dim(W′) > dim(X) , il existe une sous-varie´te´ F de X de dimension > 0 , con-
tenant 0 , telle que :
m−1(a) = { (v′ + e, w′ + e)
∣
∣ e ∈ F } .
Le lieu ou` l’application V˜→ V′ induite par f n’est pas lisse, est un ferme´ propre de
V˜ . Il en est de meˆme pour le morphisme W˜→W′ induit par g . Comme Z est un diviseur
et que T est e´tale, on peut donc supposer par exemple que l’image de la diffe´rentielle de
(f, g) ◦ π en z contient Tv′(V
′)× {0} . Il en re´sulte que l’on a, pour tout point e de F :
a+ TeF ⊂ −w
′ + Tv′V
′ ⊂ TzM(TzZ) ⊂ TaD .
Si K est la sous-varie´te´ abe´lienne de X (de dimension > 0 ) engendre´e par F , il
en re´sulte que Ta(a+K) ⊂ TaD . Comme dans la de´monstration du the´ore`me 3.1, on en
de´duit que pour x ge´ne´rique dans D , on a Tx(x+K) ⊂ TxD . Le lemme 3.4 entraˆıne
alors D + K = D . Lorsque X est simple (et en particulier si dim(X) = 1 ), on en de´duit
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une contradiction. Sinon, l’image de D dans X/K est encore un diviseur et l’hypothe`se de
re´currence entraˆıne encore une contradiction. Ceci termine la de´monstration du lemme.
Revenons a` la de´monstration de la proposition. Notons Y
h
→ X′
q
→ X la factorisation
de Stein de M , ou` X′ est normal, q fini surjectif, et ou` les fibres de h sont connexes, de
dimension > 0 . Si q est ramifie´, on choisit une composante D′ de son lieu de ramification ;
par le the´ore`me de purete´ ([Z]), D = q(D′) est un diviseur de X . En un point ge´ne´rique x′
de D′ , le morphisme D′ → D induit par q est lisse, de sorte que l’image de la diffe´rentielle
Tx′q : Tx′X
′ → Tq(x′)X contient Tq(x′)D . Comme Tx′q n’est pas surjective, son image est
donc Tq(x′)D . Prenant pour Z une composante irre´ductible de h
−1(D′) , on obtient une
contradiction avec le lemme 4.2. Il en re´sulte que q est non ramifie´, donc e´tale ([G1], Exp.
I, th. 9.5), et que X′ est une varie´te´ abe´lienne ([Mu1], p. 167).
Le the´ore`me suivant ge´ne´ralise un re´sultat de Barth ([B2], Satz 2).
The´ore`me 4.3. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple, V une varie´te´ irre´ductible,
f : V→ X un morphisme et W une sous-varie´te´ irre´ductible de X . On suppose que
dim
(
f(V)
)
+ 2dim(W) ≥ 2 dim(X) . Alors f−1(W) est connexe et, si V est de plus uni-
branche, le morphisme induit πalg1
(
f−1(W)
)
→ πalg1 (V) est surjectif.
Remarque 4.4. La premie`re conclusion du the´ore`me ne subsiste pas lorsqu’on suppose
seulement dim
(
f(V)
)
+ dim(W) > dim(X) , comme le montre l’exemple suivant duˆ a` Barth
([B2]) : soit X′ une varie´te´ abe´lienne simple de dimension 7 et W′ une sous-varie´te´ de
X′ lisse connexe de dimension 3 . Il existe un sous-groupe fini G non trivial de X′ tel que
W′ ∩W′γ soit vide pour tout e´le´ment non nul γ de G . On pose X = X
′/G et on note W
l’image de W′ dans X par la projection canonique. Alors W est lisse et il existe une sous-
varie´te´ V irre´ductible de X de dimension 5 (intersection comple`te de deux hypersurfaces),
telle que V ∩W soit re´union de Card(G) courbes disjointes.
De´monstration du the´ore`me. On note ηV : V˜→ V et ηW : W˜→W les normalisations.
Soit V˜ × W˜
h
→ X′
q
→ X la factorisation du morphisme (v˜, w˜) 7→
(
fηV(v˜)− gηW(w˜)
)
fournie
par la proposition 4.1. On note G le noyau de q , on choisit un point v˜0 de V˜ , un point w˜0
de W˜ , et on de´finit des morphismes f ′ : V˜→ X′ et g′ : W˜→ X′ par f ′(v˜) = h(v˜, w˜0) et
g′(w˜) = −h(v˜0, w˜) . L’image du morphisme (v˜, w˜) 7→ h(v˜, w˜)− f
′(v˜) + g′(w˜) est alors con-
tenue dans l’ensemble fini q−1
(
qh(v˜0, w˜0)
)
, donc est re´duite au seul point α = −h(v˜0, w˜0) .
On a donc :
h(v˜, w˜) = f ′(v˜)− g′(w˜) + α .
Remarquons que f−1(W) est l’image par ηVpr1 de (qh)
−1(0) = h−1(G) . Il suffit donc
de montrer que pr1h
−1(G) est connexe. Pour tout γ ∈ G , l’ensemble
pr1h
−1(γ) = f ′−1(g′(W˜) + γ − α) est connexe. Par la remarque 3.2.2), l’intersection de
f ′(V˜) , g′(W˜) + γ − α et g′(W˜)− α est non vide, de sorte que pr1h
−1(γ) rencontre
pr1h
−1(0) . Cela entraˆıne que pr1h
−1(G) , donc aussi f−1(W) , est connexe, ce qui termine
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la de´monstration du premier point du the´ore`me.
Supposons maintenant V unibranche. Soit π : V′ → V un reveˆtement e´tale connexe ;
V′ est alors irre´ductible (1.6). Par (1.2), il s’agit de montrer que f−1(W)×V V
′ est connexe.
Or cela re´sulte du premier point, puisque cet ensemble est (fπ)−1(W) .
Le the´ore`me suivant (analogue de [FL], th. 4.1) montre que, moyennant des hypothe`ses
supple´mentaires sur les singularite´s des varie´te´s, on peut obtenir des re´sultats plus forts.
The´ore`me 4.5. – Soient X une varie´te´ abe´lienne, V et W deux varie´te´s irre´ductibles
et f : V→ X et g : W→ X deux morphismes. On suppose que V est unibranche, que
f est minimal au sens de (1.8), et que
(
f(V), g(W)
)
remplit strictement X (cf. (1.9)).
Alors V ×X W est connexe. De plus, si on note ι le plongement V ×X W →֒ V ×W et
M : V ×W→ X le morphisme (v, w) 7→
(
f(v)− g(w)
)
, alors :
πalg1 (V ×X W)
ι∗−→ πalg1 (V ×W)
M∗−−−−−−→ πalg1 (X)→ 0
est un complexe exact en πalg1 (X) . Si on suppose de plus W unibranche, il est exact.
Remarque 4.6. La premie`re conclusion ne subsiste pas lorsqu’on ne fait aucune hypothe`se
sur les singularite´s de V , comme le montre l’exemple de Barth (remarque 4.4).
De´monstration du the´ore`me. Soient ηV : V˜→ V et ηW : W˜→W les normalisations et
V˜ × W˜
h
→ X′
q
→ X la factorisation de M ◦ (ηV, ηW) fournie par le lemme 4.3. Par (1.8), le
morphisme V˜→ V→ X est encore minimal, de sorte que q est un isomorphisme ; V ×X W
est alors l’image de h−1(0) par un morphisme continu, donc est connexe. Cela montre le
premier point.
Pour le second, on remarque que V ×X W est la fibre en 0 de M , de sorte qu’on a
bien un complexe. Ensuite, si X′ → X est une isoge´nie, ce qui pre´ce`de montre que V ×X X
′
est connexe ; le morphisme πalg1 (V)→ π
alg
1 (X) est donc surjectif par (1.2). Il en est alors de
meˆme de πalg1 (V ×W)→ π
alg
1 (X) .
Pour montrer l’exactitude en πalg1 (V ×W) , on peut supposer V et W normales
par (1.6) et (1.8). On se donne un reveˆtement e´tale connexe π : Y → V ×W, on pose
Z = V ×X W et on suppose que le reveˆtement e´tale induit π
−1(Z)→ Z a une section. Par
[G1], Exp. V, prop. 6.11, il s’agit de montrer qu’il existe un reveˆtement e´tale X′ → X et un
morphisme (V ×W)×X X
′ → Y au-dessus de V ×W. Comme Y est irre´ductible normale
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(1.6), la proposition 4.1 fournit un diagramme commutatif :
Y
h
−−−−−→ X′
pi



y



y
q
V ×W
M
−−−−−→ X
ou` les fibres de h sont connexes et ou` q est une isoge´nie, dont on note K le noyau et k le
degre´. Les morphismes π et h se factorisent a` travers un morphisme ρ : Y → (V ×W)×X X
′ ,
qui, puisque (V ×W)×X X
′ est connexe (par le premier point, puisque V ×W est uni-
branche), est e´tale surjectif ([G1], Exp. V, prop. 3.5) ; on peut donc e´crire h = h′ρ et π = π′ρ .
D’autre part, π−1(Z) = h−1(K) a k composantes connexes Y1, . . . ,Yk et les composantes
connexes de π′−1(Z) = h′−1(K) sont ρ(Y1), . . . , ρ(Yk) , avec ρ
−1
(
ρ(Yi)
)
= Yi pour tout
i . Or par hypothe`se, un des reveˆtements e´tales ρ−1
(
ρ(Yi)
)
→ ρ(Yi) a une section ; c’est
donc un isomorphisme par [G1], Exp. I, cor. 5.3. Comme V ×W et ρ−1
(
ρ(Yi)
)
sont con-
nexes, cela prouve que ρ est un isomorphisme ([G1], Exp. I, cor. 10.10) et son inverse est le
morphisme cherche´.
Corollaire 4.7. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple, V une varie´te´ irre´ductible
unibranche et f : V→ X un morphisme non constant, minimal au sens de (1.8). Alors,
le morphisme induit πalg1 (V)→ π
alg
1 (X) est surjectif. Lorsque k = C , il en est de meˆme du
morphisme π1(V)→ π1(X) .
De´monstration. La premie`re assertion de´coule du the´ore`me, puisque (V,X) remplit
strictement X (cf. (1.9)). Lorsque k = C , on raisonne comme dans la de´monstration du
cor. 3.5.
5. Groupe fondamental des sous-varie´te´s
Comme dans [FL] § 5, nous appliquons le the´ore`me de connexite´ a` l’e´tude du groupe
fondamental des sous-varie´te´s d’une varie´te´ abe´lienne. Le the´ore`me suivant est l’analogue de
[FL], th. 5.1.
The´ore`me 5.1. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple, V une varie´te´ irre´ductible uni-
branche et f : V→ X un morphisme non ramifie´. On suppose que dim
(
f(V)
)
> 12 dim(X) .
Alors il existe une varie´te´ abe´lienne X′ , une isoge´nie q : X′ → X et un plongement
f ′ : V→ X′ tels que f = qf ′ .
De´monstration. Soit f : V
f ′
→ X′
q
→ X une factorisation de f avec f ′ minimal (1.8).
On suit la de´monstration de [FL], p. 46 : le the´ore`me 4.5 implique que V ×X′ V est
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connexe. Comme f ′ est non ramifie´, la diagonale ∆V est ouverte dans V ×X′ V . Etant
aussi ferme´e, on a ∆V = V ×X′ V , de sorte que f
′ est bijective. On conclut en remarquant
qu’un morphisme non ramifie´ bijectif est un plongement ([GD2], 8.11.5 et [GD1], 17.2.6).
On en de´duit la ge´ne´ralisation suivante de la deuxie`me partie du corollaire 2.2 :
Corollaire 5.2. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple et V une sous-varie´te´ irre´ductible
unibranche de X . On suppose que dim(V) > 1
2
dim(X) . Alors, le morphisme induit
πalg1 (V)→ π
alg
1 (X) est un isomorphisme.
De´monstration. Par la remarque 3.6.2), l’inclusion V →֒ X est minimale. Soit π : V′ → V
un reveˆtement e´tale connexe ; V e´tant irre´ductible et unibranche, il en est de meˆme de V′
(1.6). Le the´ore`me pre´ce´dent s’applique au morphisme non ramifie´ V′
pi
→ V
ι
→֒ X , qui se
factorise donc en :
V′
ι′
−֒−−−−→ X′
pi



y



y
q
V
ι
−֒−−−−→ X
ou` ι′ est un plongement et q une isoge´nie. Le morphisme induit V′ → V ×X X
′ est alors
un plongement e´tale. Comme V ×X X
′ est connexe (the´ore`me 4.5), c’est un isomorphisme
([G1], Exp. I, cor. 5.2). Par (1.3), ceci montre l’injectivite´ du morphisme πalg1 (V)→ π
alg
1 (X) ;
celui-ci est d’autre part surjectif par le corollaire 3.5.
Remarques 5.3. 1) J’ignore si la restriction sur les singularite´s de V est ne´cessaire.
2) Lorsque V est de plus normal, il ressort du corollaire et de (1.5) que le morphisme
de restriction Pic0(X)→ Pic0(V) est un isomorphisme. Si V est lisse, le corollaire 2.2
montre que la restriction Pic(X)→ Pic(V) est injective. Il serait inte´ressant de savoir si
cette conclusion subsiste si l’on permet a` V d’eˆtre singulier.
6. Le proble`me de Zariski pour les varie´te´s abe´liennes
Soient X une varie´te´ abe´lienne et D un diviseur de X . Le proble`me de Zariski est
l’e´tude du groupe fondamental alge´brique X−D . En suivant la de´marche de [F2], on va voir
qu’il est possible de retrouver certains cas particuliers des re´sultats tre`s ge´ne´raux de [N].
On dira que le diviseur D de X est a` croisements normaux en codimension 1 s’il
existe un sous-sche´ma ferme´ Z de D de codimension 2 dans D tel que D− Z soit un
diviseur a` croisements normaux dans X− Z .
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The´ore`me 6.1. – Soient X une varie´te´ abe´lienne de dimension > 1 et D un di-
viseur de X a` croisements normaux en codimension 1 . On suppose qu’aucune composante
de D n’est une sous-varie´te´ abe´lienne de X . Alors le noyau du morphisme canonique
πmod1 (X−D)→ π
alg
1 (X) est abe´lien.
Remarque 6.2. Il est clair que le re´sultat ne subsiste pas en ge´ne´ral si D contient une sous-
varie´te´ abe´lienne K de X . Notons E la courbe elliptique X/K ; on a alors des surjections :
Ker
(
πalg1 (X−D)→π
alg
1 (X)
)
→ Ker
(
πalg1 (X−K)→π
alg
1 (X)
)
→ Ker
(
πalg1 (E−{0})→π
alg
1 (E)
)
Le groupe fondamental alge´brique de E− {0} est isomorphe au comple´te´ profini de
Z ∗ Z , dont le noyau du morphisme canonique vers πalg1 (E) ≃ Zˆ n’est pas abe´lien.
De´monstration du the´ore`me. Soient V une varie´te´ irre´ductible normale et f : V→ X
un reveˆtement Galoisien de groupe G , dont le discriminant est contenu dans D . Il existe une
factorisation f : V
f ′
→ X′
q
→ X , ou` q est une isoge´nie et ou` f ′ est un reveˆtement Galoisien
de groupe G′ ⊂ G , minimal au sens de (1.8). Le diviseur D′ = q−1(D) de X′ est encore a`
croisements normaux en codimension 1 . Soit B une composante irre´ductible de D′ . Nous
allons montrer que f ′−1(B) est irre´ductible.
Soit B˜→ B la normalisation. On ve´rifie a` l’aide du lemme d’Abhyankar ([G1], 3.6,
Exp. X) que (B˜×X′ V)red est non singulier en codimension 1 . Comme V est normale, que
f ′ est minimale et que B engendre X′ , il re´sulte du the´ore`me 4.5 que B˜×X′ V est connexe.
Comme il est de plus de Cohen-Macaulay, il s’ensuit que ce sche´ma est irre´ductible ([H1]).
Il en de meˆme pour sa projection f ′−1(B) sur V .
Les composantes de D′ se rencontrant deux a` deux, il en est de meˆme pour leurs
images inverses dans V . Le lemme d’Abhyankar entraˆıne que les inerties correspondantes
commutent deux a` deux ([S]). Elles engendrent donc un sous-groupe abe´lien I de G′ . Posons
X′′ = V/I . Le morphisme f ′ se factorise en V→ X′′
f ′′
→ X′ et f ′′ est alors non ramifie´ en
codimension 1 , donc non ramifie´ d’apre`s le the´ore`me de purete´.
Posons D′′ = f ′′−1(D′) . On a un diagramme commutatif :
πmod1 (X−D) −→ G
∪ ∪
πmod1 (X
′′ −D′′) −→ I
D’autre part, πmod1 (X
′′ −D′′) contient le noyau N du morphisme canonique
πmod1 (X−D)→ π
alg
1 (X) ([G1], cor. 6.7, Exp. V). Il s’ensuit que l’image de N dans G est
contenue dans I , donc est abe´lienne.
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Nous avons donc montre´ que pour tout sous-groupe ouvert distingue´ Γ de
πmod1 (X−D) , le groupe N/(N ∩ Γ) est abe´lien. Comme N est ferme´, il s’identifie a`
lim←−Γ
N/(N ∩ Γ) ([Bo], III, § 7, no2 , prop. 3). C’est donc un groupe abe´lien.
Lorsque k = C , Nori montre dans [N] que le noyau du morphisme π1(X−D)→ π1(X)
entre groupes fondamentaux topologiques est abe´lien de type fini, et que son centralisateur
est d’indice fini. On peut pre´ciser son re´sultat de la fac¸on suivante.
Proposition 6.3. – Sous les hypothe`ses du the´ore`me, et lorsque k = C , le noyau N du
morphisme canonique π1(X−D)→ π1(X) est abe´lien libre de type fini.
Remarques 6.4. 1) Soient D˜1, . . . , D˜r les composantes irre´ductibles de la normalisa-
tion de D , et Ki le noyau du morphisme Pic
0(X)→ Pic0(D˜i) . Alors le rang de N est∑r
i=1 Card(Ki) .
2) Lorsque les composantes du diviseur D sont de plus normales, le rang de N est le
nombre r de composantes irre´ductibles de D , et Nori montre que l’extension :
0→ Zr → π1(X−D)→ π1(X)→ 0 ,
est centrale et que sa classe correspond au r –uplet des classes fondamentales des composantes
de D via l’isomorphisme H2
(
π1(X),Z
r
)
≃ H2(X,Z)r .
De´monstration de la proposition. Soit k le nombre maximum de composantes
irre´ductibles de l’image inverse de D par une isoge´nie X′ → X . On ve´rifie que ce nom-
bre est fini et qu’il se calcule comme dans la remarque ci-dessus. Les inerties e´tant cycliques,
la de´monstration du the´ore`me montre que tout quotient fini de N (donc aussi N ) peut eˆtre
engendre´ par k e´le´ments. Soit q : X′ → X une isoge´nie telle que D′ = q−1(D) ait k com-
posantes. On ve´rifie que N est isomorphe au noyau N′ du morphisme π1(X
′ −D′)→ π1(X
′) .
D’autre part, il existe une surjection de N′ sur le noyau de H1(X
′ −D′,Z)→ H1(X
′,Z) . Un
argument classique de dualite´ montre que ce dernier est isomorphe au conoyau du morphisme
H2(X
′,Z)→ H2 dim(D
′)(D′,Z) ≃ Zk , qui envoie γ sur
(
d1(γ), . . . , dk(γ)
)
, ou` d1, . . . , dk sont
les classes fondamentales des composantes de D′ . Soit M : X′ → X′ la multiplication par un
entier m . Posons D′′ = M−1(D′) . De nouveau, N′ est isomorphe au noyau N′′ du mor-
phisme π1(X
′′ −D′′)→ π1(X
′′) et les composantes de D′′ sont les images inverses de celles
de D′ , donc leurs classes sont divisibles par m2 . Il ressort de ce qui pre´ce`de qu’il existe une
surjection de N′′ sur Zk/(m2, . . . , m2) . Ceci e´tant vrai pour tout m , il existe une surjection
de N sur Zk . Comme N est engendre´ par k e´le´ments, il est isomorphe a` Zk .
7. Reveˆtements des sous-varie´te´s des varie´te´s abe´liennes
Suivant toujours [FL], on s’inte´resse maintenant aux varie´te´s qui sont reveˆtements finis
ramifie´s de petit degre´ d’une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne simple. Pour e´noncer notre
re´sultat, dont la de´monstration est calque´e sur celle du the´ore`me principal de [GL], nous
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utiliserons la notion de degre´ local d’un morphisme fini f : V→W en un point v ∈ V , telle
qu’elle est de´finie dans [GL] et [Mu2]. Intuitivement, c’est le nombre de feuillets de f qui se
rejoignent en v . On le note ef (v) .
The´ore`me 7.1. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple, W une sous-varie´te´ lisse de X ,
V une varie´te´ irre´ductible normale et f : V→W un reveˆtement fini de degre´ d . On suppose
le morphisme compose´ V→W →֒ X est minimal au sens de (1.8). Alors il existe un point
v ∈ V tel que :
ef (v) ≥ min
(
d, 2 dim(W)− dim(X) + 1
)
.
De´monstration. Pour tout entier l , l’ensemble :
Rl = {v ∈ V
∣
∣ ef (v) > l} ,
est ferme´ dans V ([GL], lemma 1). De plus, comme W est lisse, le the´ore`me 2.2 de [L2] (cf.
aussi [GL], p. 58), entraˆıne que Rl est soit vide, soit partout de codimension ≤ l dans V .
Il s’agit de montrer que Rl est non vide pour l ≤ min
(
d− 1, 2 dim(W)− dim(X)
)
. Nous
proce´dons par re´currence sur l . On a R0 = V ; on suppose que Rl−1 est non vide, et on en
choisit une composante irre´ductible R . La projection V ×X R→ R est finie, de sorte que la
diagonale ∆R est une composante irre´ductible de V ×X R . Comme :
dim(R) ≥ dim(V)− (l − 1) ≥ dim(V)− 2 dim(W) + dim(X) + 1 > dim(X)− dim(V) ,
le the´ore`me 4.5 entraˆıne que V ×X R est connexe. Si V ×X R = ∆R , alors R ⊂ Rd−1 ⊂ Rl ,
ce qui permet de conclure. Sinon, il existe une composante irre´ductible T de V ×X R
distincte de ∆R , qui rencontre la diagonale. Comme dans [GL], p. 57, on conclut que pour
tout point (v, v) de T ∩∆R , on a ef (v) > l , c’est-a`-dire v ∈ Rl .
Comme dans [GL], on en de´duit :
Corollaire 7.2. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple, W une sous-varie´te´ lisse de
X , V une varie´te´ irre´ductible unibranche et f : V→W un reveˆtement fini de degre´
d ≤ 2 dim(W)− dim(X) . Alors, le morphisme induit πalg1 (V)→ π
alg
1 (X) est injectif et son
image est isomorphe a` πalg1 (X) .
De´monstration. Par (1.6), on peut supposer V normale. Toute isoge´nie X′ → X induit
une injection πalg1 (X
′)→ πalg1 (X) (1.4) dont l’image est isomorphe a` π
alg
1 (X) (1.7). On peut
donc supposer que le morphisme compose´ g : V→W →֒ X est minimal. Soit π : V′ → V un
reveˆtement e´tale connexe ; V e´tant irre´ductible et normale, il en est de meˆme de V′ (1.6).
Soit V′
g′
→ X′
p
→ X une factorisation de gπ avec g′ minimal (1.8). Posons W′ = g′(V′) , et
notons f ′ : V′ →W′ le reveˆtement induit et d′ son degre´. Le the´ore`me s’applique a` f ′ et
il existe v′ ∈ V′ tel que :
ef ′(v
′) ≥ min
(
d′, 2 dim(W′)− dim(X′) + 1
)
.
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Comme p et π sont e´tales et que d est le degre´ de f , on a :
ef ′(v
′) = epf ′(v
′) = efpi(v
′) = ef
(
π(v′)
)
≤ d .
Comme d ≤ 2 dim(W)− dim(X) , il s’ensuit que d ≥ d′ , donc que :
deg(π) ≤ deg(p|W′) ≤ deg(p) .
Or π se factorise a` travers le morphisme e´tale V ×X X
′ → V , qui est de meˆme degre´ que
p . Comme V ×X X
′ est connexe (the´ore`me 4.5) donc irre´ductible (1.6), le morphisme induit
V′ → V ×X X
′ est un isomorphisme. Par (1.3), cela de´montre le corollaire.
Remarques 7.3. 1) La conclusion du corollaire ne subsiste en ge´ne´ral pas sans hypothe`se
sur les singularite´s de V , comme le montre la construction de [FL], note (2), p. 56.
2) On a besoin de la lissite´ de W uniquement pour pouvoir appliquer le re´sultat
de Lazarsfeld. Plus pre´cise´ment, il faut savoir que les lieux Rl sont de codimension ≤ l
pour l < 2 dim(W)− dim(X) < d . Un the´ore`me de purete´ de Grothendieck ([G3], Exp. X,
th. 3.4) dit que c’est le cas pour V normal, W localement intersection comple`te, l = 1 et
codim
(
Sing(W)
)
≥ 3 . Cela sugge`re que le corollaire devrait s’e´tendre au cas W localement
intersection comple`te et dim
(
Sing(W)
)
< codim(W) .
Corollaire 7.4. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple, W une sous-varie´te´ lisse de X ,
V une varie´te´ irre´ductible et f : V→W un reveˆtement fini de degre´ d . Si V1 et V2 sont
deux sous-varie´te´s de V telles que :
dim(V1) + dim(V2) ≥ 2 dim(X)− dim(V) + d− 1 ,
alors V1 ∩V2 6= ∅ . En particulier, tout morphisme de V dans une varie´te´ de dimension
≤ 3 dim(V)− 2 dim(X)− d est constant.
De´monstration du corollaire. La de´monstration suit [L1], remarque 2.3. On peut supposer
V normale et d ≤ 2 dim(W)− dim(X) . Par le the´ore`me 7.1 et le re´sultat de [L2] utilise´ plus
haut, il existe une sous-varie´te´ R de V de codimension ≤ d− 1 telle que f soit bijective au-
dessus de f(R) . La remarque 3.2.2) entraˆıne alors que f(V1) , f(V2) et f(R) se rencontrent,
donc aussi V1 , V2 et R . La dernie`re assertion en re´sulte imme´diatement : si V→ T est
surjectif et si dim(T) > 0 , il suffit de prendre pour V1 l’image inverse d’un diviseur et pour
V2 l’image inverse d’un point hors de ce diviseur.
La de´monstration du the´ore`me suivant suit celle d’un re´sultat analogue de Lazarsfeld
([F3], th., p. 151).
The´ore`me 7.5. – Soient X une varie´te´ abe´lienne simple, V une varie´te´ irre´ductible
unibranche et f : V→ X un morphisme. On suppose qu’il existe une sous-varie´te´ Z de
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f(V) ve´rifiant dim(Z) > codim
(
f(V)
)
telle que le morphisme induit f−1(Z)→ Z soit une
bijection ensembliste. Alors, le morphisme induit πalg1 (V)→ π
alg
1 (X) est injectif et son image
est isomorphe a` πalg1 (X) .
Remarque 7.6. Le the´ore`me s’applique en particulier aux reveˆtements cycliques des sous-
varie´te´s de X de dimension ≥ 1 + 12 dim(X) .
De´monstration. On peut comme d’habitude supposer f minimal, et Z inte`gre. Soit Z˜
la normalisation de Z ; on pose Z′ = Z˜×X V . Nos hypothe`ses entraˆınent que le morphisme
induit Z′red → Z˜ est fini et birationnel ; c’est donc un isomorphisme par le the´ore`me principal
de Zariski ([GD2], 8.12.10.1). Le morphisme πalg1 (Z
′
red)→ π
alg
1 (Z
′) e´tant surjectif (1.2),
l’intersection de l’image du morphisme :
πalg1 (Z
′)→ πalg1 (Z˜× V) ≃ π
alg
1 (Z˜)× π
alg
1 (V)
avec {1} × πalg1 (V) est re´duite a` {(1, 1)} . Comme cette image est le noyau du mor-
phisme canonique πalg1 (Z˜×V)→ π
alg
1 (X) (the´ore`me 4.5), il s’ensuit que le morphisme
πalg1 (V)→ π
alg
1 (X) est injectif. Il est d’autre part surjectif par le corollaire 4.7, ce qui conclut
la de´monstration.
On termine ce chapitre avec la de´monstration d’un re´sultat analogue a` un the´ore`me
de Ein sur les reveˆtements des espaces projectifs. Elle utilise des re´sultats puissants de
Kawamata, Kolla´r et Mori, mais je pense qu’il devrait exister une de´monstration commune
(plus simple) a` base de connexite´.
The´ore`me 7.7. – Soient X est une varie´te´ abe´lienne simple, V une varie´te´ lisse et
f : V→ X un reveˆtement fini ramifie´. Alors la ramification de f , c’est-a`-dire le faisceau
canonique de V , est ample.
Remarque 7.8. Le the´ore`me de connexite´ 4.5 entraˆıne que la ramification de f rencontre
toute courbe de V .
De´monstration. Par [K1], theorem 13, il existe une sous-varie´te´ abe´lienne Y de X , un
morphisme fini W→ X/Y avec κ(V) = dim(W) , et des reveˆtements e´tales Y˜ → Y et
Y˜ ×W→ V . Comme X est simple, on a soit Y = X , auquel cas f est e´tale, ce qui contredit
l’hypothe`se ; soit Y = 0 , et κ(V) = dim(V) , de sorte que V est de type ge´ne´ral. Le the´ore`me
de´coule alors du lemme suivant.
Lemme 7.9. – Soient V une varie´te´ projective lisse de type ge´ne´ral. Alors soit KV est
ample, soit V contient une courbe rationnelle.
De´monstration. On suit [Ko]. Par [M], theorem 1.4, soit V contient une courbe rationnelle,
soit KV est nef. Dans le second cas, il de´coule de [CKM], (9.3), que le syste`me line´aire |mKV|
est sans point base pour m≫ 0 , donc de´finit un morphisme φ ge´ne´riquement fini sur son
image. Si φ est fini, KV est ample ; sinon, il contracte une courbe C , qui ve´rifie alors
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C ·KV = 0 . Soit H un diviseur tre`s ample sur V ; son image φ(H) est contenue dans une
hypersurface de degre´ r , de sorte qu’il existe un diviseur effectif E tel que rmKV ≡ H+ E .
On a donc C · E < 0 . Il existe alors ǫ rationnel positif tel que le diviseur KV + ǫE soit
log-canonique ([KMM], lemma 0-2-15). Comme (KV + ǫE) · C < 0 , il n’est pas nef, et le
the´ore`me du coˆne (loc.cit., theorem 4-2-1) entraˆıne qu’il existe une raie extreˆmale et un
morphisme de contraction (loc.cit., theorem 3-2-1) g : V→W, auquel on peut appliquer
[K2], theorem 1 : le lieu des points ou` g n’est pas un isomorphisme est recouvert par des
courbes rationnelles.
8. Conjecture
Une de´monstration de la conjecture suivante permettrait d’utiliser les re´sultats de
Lazarsfeld ([L1], th. 2.1, prop. 3.1), et entraˆınerait en particulier notre the´ore`me 7.1 sur les
indices de ramification.
Conjecture 8.1. Soient X est une varie´te´ abe´lienne simple, V une varie´te´ lisse et
f : V→ X un reveˆtement fini, minimal au sens de (1.8). On de´finit un faisceau localement
libre E sur X comme le dual du noyau de la trace TrV/X : f∗OV −→ OX . Alors E est
ample.
La re´ponse est affirmative si X est une courbe elliptique. En effet, par un the´ore`me
de Hartshorne ([H2]), il suffit de de´montrer que tout faisceau inversible L quotient de E est
de degre´ > 0 . Soit L un tel faisceau ; on a alors :
0 < h0(X,E∨ ⊗ L) = h0(X, f∗OV ⊗ L) − h
0(X,L) = h0(V, f∗L) − h0(X,L) .
Cela entraˆıne en particulier h0(V, f∗L) > 0 . Si deg(L) ≤ 0 , alors deg(f∗L) ≤ 0 et f∗L est
donc trivial. On a alors h0(V, f∗L) = 1 et h0(X,L) = 0 , donc L 6≃ OX , ce qui contredit
l’injectivite´ de f∗ . On a donc de´montre´ que deg(L) > 0 .
On peut voir cette conjecture comme une forme forte d’un the´ore`me de connexite´ :
supposons E ample ; si W est une varie´te´ irre´ductible de dimension > 0 et si g : W→ X est
un morphisme fini, alors g∗E est ample, donc H0(W, g∗E∨) = 0 . Si on pose W′ = V ×X W,
cela se traduit par h0(W′,OW′) = h
0(W,OW) = 1 , qui est e´videmment plus fort que la
connexite´ de W′ (assure´e par le the´ore`me 4.5).
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